
Topoloǵıa I
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Topoloǵıa I. Examen XII

Ejercicio 1. En R se considera la única topoloǵıa T tal que Bx es base de entornos
de T en x, ∀x ∈ R, donde:

Bx = {]x− ε, x+ ε[ | ε > 0}, si x ̸= 0, x ̸= 1

B0 = {]−ε, 0] ∪ ]1− ε, 1[ | ε > 0}
B1 = {]0, ε[ ∪ [1, 1 + ε[ | ε > 0}

(a) (1.5 puntos) Sea A =
]
−1

2
, 1
2

[
⊆ R. Calcula el interior y la clausura de A. ¿Es

A conexo?

(b) (2 puntos) ¿Verifica (R, T ) el segundo axioma de numerabilidad? ¿Es (R, T )
un espacio Hausdorff? ¿Es (R, T ) compacto?

(c) (1.5 puntos) Consideremos en R la relación de equivalencia

xRx′ si y solo si x = x′ o x, x′ ∈ ]−∞, 0] o x, x′ ∈ [1,+∞[

Demuestra que (R/R, T /R) es homeomorfo a ([0, 1], (Tu)|[0,1]).

Ejercicio 2 (2 puntos). Sean (X, T ), (Y, T ′) y (Z, T ′′) espacios topológicos y de-
notemos πX : X × Y → X y πY : X × Y → Y las proyecciones. Prueba que
f : (Z, T ′′) → (X × Y, T × T ′) es continua si y solo si las aplicaciones fX = πX ◦ f :
(Z, T ′′) → (X, T ) y fY = πY ◦ f : (Z, T ′′) → (Y, T ′) son continuas.

Ejercicio 3. Dados (X, T ) e (Y, T ′) espacios topológicos, se dice que una aplicación
f : (X, T ) → (Y, T ′) es localmente constante si ∀x ∈ X, ∃V entorno de x tal que
f|V es constante.

(a) (1 punto) Demuestra que si f : (X, T ) → (Y, T ′) es localmente constante
entonces f−1(A) ∈ T para todo A ⊂ Y .

(b) (2 puntos) Demuestra que (X, T ) es conexo si y solo si para todo espacio
topológico (Y, T ′) y toda aplicación localmente constante f : (X, T ) → (Y, T ′)
se tiene que f es constante.
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